Kotowy wykres Smitha

Dopasowanie anteny do linii przesylowej oraz do nadajnika
przysparza nieraz krotkofalowcom sporo ktopotow. Anteny sa
wykonane najczesciej wedlug recepty specjalistow, ale spra-
wdzenie ich dopasowania pozostaje sprawa otwarla. Za
pomoca szablonu wykresu Smitha i kilku prostych narzedzi
pomocniczych mozna, metoda graficzna, dokonaé optymali-
zacji dopasowania linii przesylowej do anteny, jak rowniez
wzajemnego dopasowania innych podzespoiow elektroni-
cznych w szerokim zakresie czestotliwosci.

W celu obliczenia parametrow zjawisk wystepujacych na
liniach przesylowych wielkiej czestotliwosci, takich, jak:
wspoblczynnik fali stojacej, impedarncje, napigcia i prady tam
wystgpujgce, trzeba sig postuzy¢ metodami matematycznymi.
Dlateé'o wielu amatoréw radzi sobie z zagadnieniami dopaso-
wania w taki sposob, ze skracajgc np. kawatek po kawatku
kabe! wspbiosiowy metoda kolejnych préb dochodzi droga
empiryczng do wyznaczonego ceiu (ang. ,,cutandtry”). Jestto
metoda zbyt pracochionna i nadaje sig tylko do prostych
zagadnien. Mozna takze stosowaé metode ,.ksigzki kuchar-
skiej”", wykonujgc zadanie wg podanej przez autora recepty,
ale i wtedy moga wystapi¢ trudnosci, gdyz autor podaje
zwykle recepte uogdlniong, ktéra nie uwzglednia wplywu
warunkow ubocznych na wynik koncowy.

Metoda optymalng, jaka powinien sie postuzyé amator-krotko-
falowiec, jest metoda graficzna wymagajgca jedynie podsta-
wowej znajomosci matematyki, a dwidoczniajgca zarazem
wiajemne powigzania wielkosci wystgpujgcych w rozpatry-
wanym zagadnieniu.

W technice antenowej, a takie w innych zagadnieniach,
szerokie zastosowanie znalazt kotowy wykres Smitha. Wykres
ten zostal opracowany i opublikowany w 1939 r. przez P.H.
Smitha w USA. Wykres Smitha przedstawiono na Il stronie
oktadki niniejszego numeru. Chcac sig nim postuzyé, nalezy
krotko przypomniec¢ podstawy rachunku na liczbach zespolo-
nych i sposob przedstawienia wielkosci przemiennoprgdo-
wych.

Matematyczna posta¢ sinusoidalnego przebiego harmoni-
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. " Do graficznego przedstawienia wielkos$ci zespolonych musi-

my sie postuzyC plaszczyzng Gaussa, gdzie na osi poziomej
Re odcinamy dodatnie i ujemne wartosci liczb rzeczywistych,
natomiast na osi pionowej Im — dodatnie i ujemne wartosci
liczb urojonych (rys. 1).
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Rys. 1. Zespolona liczba ,,Z” na plaszczyinie Gaussa
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Z twierdzenia Pitagorasa mozna obliczy¢, ze wartosé bez-
wzgledna

2| = Ja*+b? @)
zas
b b
tga = - lub o = arc tg— (4)
a a

Dla przypomnienia przytacza sig kilka przyktadow liczb zes-
polonych (rys. 2).

2, =143 12| = J12+3 =316, o, = 716
Z,= -3-j4 2] = J3+4 =5 o, =2331°
Z,=5-2 |2 = J5+2* =539, q, =3382°

2= a+jb mozna przedstawi¢ takze w postaci trygonome-
trycznej:

cznego przedstawia sie nastepujaco: Z = |Z|-(cosu+] sina) )

N lub w postaci wyktadniczej:
u(t) = Usin(wt+ o) (1) R )
przy czym: 2= 12t ©
u(t) — wartosc chwilowa, Cd. na str. 18
U — amplituda, czyli wartos¢ szczytowa, S e
® — pradkosé kagtowa, Im ‘
¢ — faza poczatkowa, 74

2n

w - 2nf = T (2) 3 7,
Jezeli prady i napigcia w ukladzie przebiegaja $cisle sinusoi- 2
dainie mozna za pomocg rachunku zespolonego dokonad
dosc prostego obliczenia, w ktéorym prady i napiecia sg '1 !
przedstawione jako liczby zespolone. o)
Rownanie x*+1 = 0 nie jest do rozwigzania w zakresie liczb + ) 4 } + N R__{
rzeczywistych. Liczba zespolona, bedaca bardziej ogoding -4 g3 \2 Z 3 :
postacig liczby, skiada sig z sumy lub roznicy liczby rzeczy- A /-1 (-,(a
wistej a oraz liczby urojonej jb. Sposob liczenia nie odbiega od
sposobu konwencjonalnego, musiny jednak pamietaé, ze: -2 za

+j = /—11ioznacza obrét o 90° = —/
(+])-(+]) = —1i oznacza cbrét o 180° ; -4
(—1)-(+j) = —j i oznacza obrot o 270° Zz R
(—)-(+1) = 1 oznacza obrét o 360° lub 0° 15 2 Licaby zeepolons
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Kotowy wykres Smitha (1) — cd. z str. 14

poniewaz
e = cosa+j sina (7)
czyli

a = |2|-cosa, b = |Z] sina (8)

Dwie liczby zespolone sg sobie rowne, jezeli:

1) czesci rzeczywiste i czgsci urojone sg sobie rowne, lub
2) wartosci bezwzgledne i katy fazowe s3a sobie rowne.
Dodawanie (odejmowanie) liczb zespolonych odbywa sie w
taki spos6b, ze oddzieinie dodajemy (odejmujemy) czesci
rzeczywiste i urojone:

2, =3+j5 2, = -8 2, = 2,42, = 5+j2.
Mnozenie (dzielenie) liczb zespolonych odbywa sie w taki
sposob, Ze mnozymy (dzielimy) wartosci bezwzgledne i

dodajemy (odejmujemy) katy fazowe. Tu pomocne jest prze-
ksztalcenie liczb na posta¢ wyktadnicza:

Ne

,=34)5= 315726 583059
Z,-24j7= /24 7el a0 = 7080174
Z,=2,-2,=583728-¢5%+74)

Z, = 42,44-¢ " = _29431

Potegowanie (pierwiastkowanie) liczb zespolonych odbywa
sig w taki sposob, ze potegujemy (pierwiastkujemy) wartosé
bezwzgiedng wykiadnikiem potegowym (pierwiastkowym) n,
za$ kat fazowy mnozymy (dzielimy) przez wykladnik n:

@ = |z e 9)

Sinusoidalna wielko$¢ przemienna w postaci zespolonej ma
postac:

0 =U0-el®te® cavlig = 0-elv. e (10)

Sktadnik U-ei® oznacza wielkosé zespolonej amplitudy o
dtugosci wektora U, ktory z osig rzeczywistg tworzy kat o;
drugi skladnik €/ ma dlugosc¢ wektora ,,1” i powoduje obroty
pierwszego wektora w kierunku matematycznie dodatnim,
czyli odwrotnie do ruchu wskazoéwek zegara z predkoscia
katowg w.

Mamy wiec wektor U, ktory z predkoscia katowg w krazy wokot
.,0"" (poczatku uktadu wspolrzednych) i w czasie t = 0 wyka-
zuje faze poczatkows ¢.

Rzutujac wektor U na o$ urojong uktadu wspoirzednych, jak to

1
wynika z (10), otrzymujemy, ze f = T Dia uproszczenia

rachunku mozna w tym wypadku pomina¢ wielkosé el
pozorujac nieruchome potozenie wektora U. g

Zespolony rezystor, zwany takze impedancja, mozna zdefi-
niowac nastepujaco:

Z =

-~

0-ei¢u.eiﬁ"
1-el®i. giot
po podzieleniu licznika i mianownika przez el zespolony

rezystor staje sie nieruchomym wektorem:

2=

- o

-el®u— o) — 1zl el = R+jX

e X

1Zl = JR*+ X3 ¢ = arc tga

Jak wiadomo, w indukcyjnosci napiecie wyprzedza prad 0 90°,
w pojemnos$ci pragd wyprzedza napiecie o 90°,

R — skfadowa rzeczywista, rezystancja,

X — skladowa urojona, reaktancja.

W obliczeniach obwodéw przemiennopradowych mozna sto-
sowac wszystkie rownania podstawowe dia obwodéw stato-
pragdowych w zapisie zespolonym, gdzie w miejsce rezysto-
row wstawiamy rezystory zespolone (impedancje). '

Przykiad (rys. 3):

z

i

R+’mL+L—R+'(mL*~1~) =
J j(x)C— J o’ T

1

wl
R ( 1 )2. elarc tg( mC)
+ (DL—E R

1
R+ ((!)L - (T)C‘Q)z

1 4
Dla czestotliwosci rezonansowej ., =? Z staje sie
LC

/

I

Wartos¢ bezwzgledna |Z| =

najmniejsze i rowna sie R.

Kat fazowy ponizej O jest ujemny (charakter pojemno-
Sciowy, zas$ powyzej e, — dodatni (charakter indukcyjny).
Na rys. 4 przedstawiono oddzielnie |Z| (impedancije) oraz kat
fazowy ¢ obwodu RLC. Wielkosci te mozna przedstawié na
wspolnym wykresie. Bedzie to miejsce geometryczne grota
wektora na ptaszczyznie Gaussa, przy zmianie parametru, np.
czestotliwosci (rys. 5).
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l ZI A Rys. 4. Wartos¢ bezwzgiedna |Z| | faza szeregowego
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obwod rezonansowy - 90° Rys. 5. Impedancja szeregowego obwodu
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Rys. 7. Admitancja réwnoleglego obwod PRSI b
rezonansowego w funkcji czestotliwosci Rys. 8. Impedancia ré =T du re i

Rozpatrujac przyktad réwnolegtego obwodu rezonansowego
(rys. 6) nalezy ustali¢ zespolong przewodnos$é ukladu, czyli
jego admitancje (rys. 7):

- 1 1

Y = B +joC+ oL
Miejsce geometryczne zespolonej rezystancji obwodu réwno-
legtego (rys. 8) uzyskujemy droga inwersji, czyli odwzoro-
wania, wg zasady:

o 1

Prawa inwersji glosza:

1) prosta przechodzaca przez ,,0" punkt uktadu wspoéirze-
dnych, po inwersji jest znowu prosta przechodzacg przez ,,0”
punkt uktadu wspoétrzednych;

2) prosta nie przechodzgca przez ,,0' punkt ukiadu wspéirze-
dnych, po inwersji jest okrggiem przechodzacym przez ,,0”
punkt uktadu wspétrzednych.

Przyktad réwnolegtego obwodu rezonansowego z rys. 6
podlega drugiemu prawu inwersji, gdyz prosta od ® = ,,0"" do
® = O, biegnie po gérnym obwodzie okregu, za$ od
® %m(mz) do ® = oo po dolnym obwodzie okregu.

Kotowy wykres Smitha jest narzedziem pracy zaréwno ele-
ktronika-profesjonalisty jak i amatora. W pracach naukowo-
badawczych stosuje sie analizatory ukiadéw sieciowych,
opierajace sie na kolowym wykresie Smitha, gdzie na okrg-
gtym ekranie mozna zobgaczy¢ wykres impedancji badanego
urzadzenia w szerokim zakresie czestotliwosci. Do celow
amatorskich wystarcza: szablon wykresu Smitha, cyrkiel,
otéwek i linijka. Dane Wyjéciowe. np. impedancje wejsciowy
anteny, jej skladowg rzeczywista i urojong mozna uzyskad
pomiarowo za pomocg wzglednie prostych mostkow w.cz.,
wykonanych amatorsko.

Aby w petlni wykorzysta¢ mozliwosci, jakie daje wykres kolowy
Smitha, wymagana jest dobra znajomos$é sposobu postugi-
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Rys. 9. Transformacja polptaszczyzny Gaussa na wykres kotowy Smitha

&

wania sie nim, a takze pewne doswiadczenie. Nie mozna
nawet na setkach stron instrukcji uzytkowania spisac wszy-
stkiego, co da sie obliczy¢, postugujgc se tym wykresém.
Trzeba nabiera¢ wprawy, najpierw na prostych przyktadach, z
czasem rozwiazujac zadania trudniejsze, szczegdlnie z dzie-
dziny dopasowania anten, ale i z innych dziedzin.

Gaussowski ukiad wspotrzednych wymaga powierzchni o
nieograniczonych wymiarach, na ktorej krzyzujg sie pionowa
o$ wielkosci uro;onycﬁ;’g‘ pozioma osig wielkosci rzeczywi-
stych. Wskutek 1iniowgéa“b“"o“dzia#u“osi na wykresie mozna
zmiesci¢ jedynie ograniczony zakres wielkosci liczbowych.
Wielka zaletg uktadu jest to, ze oprocz mozliwosci naniesienia

na nim wielkosci rzeczywistych i urojonych, mozna takze

odczyta¢ wartosci bezwzgledne imped'ancji, jak i kat fazowy
impedancji w stosunku do osi wielkosci rzeczywistych.

Aby zakres liczbowy ukiadu wspotrzednych rozszerzyé do « .
wprowadzono odwzorowana (inwertowang) postac¢ wykresu.

“Wykorzystuje sie jedynie prawg polowe wykresu, tj. poczy-

najgc od osi wielkosci urojonych, na prawo wzdluz osi
dodatnich wielkosci rzeczywistych. Osie wielko$ci urojonych
zwija sie w potokregi, przy czym o8 +jX tworzy gorng potowe
kota, a takze pole +jX, zas o$ —jX doing potowe kotla, czyli
pole —jX. Dodatnia o$ rzeczywista tworzy poziomg $rednice

- tego kota, a jej liniowa podziatka zostaje zastagpiona podziatkg

nieliniowa. Siatka podzialu ukladu wspoéirzednych w obu
wypadkach pozostaje niezmieniona, tzn., ze osie ,,im" i ,,Re"”
urojona i rzeczywista w punktach skrzyzowan sa do siebie
prostopadte. Nieliniowa skala podziatu obejmuje zakres liczb
od 0 do x. Brak jest mozliwosci przedstawienia ujemnych
rezystancji rzeczywistych oraz ich odwrotnosci. Na kolowym
wykresie Smitha zilustrowa¢ mozna wszystkie impedancje i
admitancje, od najmniejszych do najwiekszych. Transforma-
cje potptaszczyzny Gaussa na wykres kolowy Smitha przed-
stawiono na rys. 9. (Cd artykutu w nr 5/89) O

™



)
= I
= IIIW'

h. [T .%m,

g ‘N".h.h. .

'.m

- o7

1

-

L)
56

-

AN




Kotowy wykres Smitha

Podobnie jak w Gaussowskim ukladzie wspoirzednych, row-
niez w uktadzie Smitha kazdy punkt plaszczyzny oznacza
zespolony rezystor, wg jego wartosci rzeczywistej i urojonej.
Wartosci rzeczywiste nanosimy na osi poziomej ($rednicy
uktadu), dodatnie wartosci urojone na goérnej potowie obwodu
ukiadu,, ujemne wartosci urojone na doinej potowie obwodu
kolowego uktadu Smitha. impedancje znajdujemy na przecie-
ciu krzywych rzeczywistych i urojonych. W gornej polowie
uktadu mieszcza sie impedancije lub admitancje o dodatniej, a
w dolnej potowie o ujemnej sktadowej urojonej.

Na wykresie mozna nanies¢ wartoséci rzeczywiste i urojone w
granicach od 0 do . Odczytanie z wykresu duzych wartosci
staje sig niedoktadne. Dlatego przyjeto sig wielkosci wejs-
ciowe ,,normowad”’ w stosunku do pewnych wielkosci odnie-
sienia, przewaznie tak, aby wielkos$¢ odniesienia ,,Ro’ mie-
$cita sie w punkcie $rodka ukfadu, tzn. w punkcie,,1". W czesci
srodkowej uktadu Smitha odczytywanie danych wynikowych
jest najdoktadniejsze. Jezeli w obliczeniach wystepuije kilka
zréznicowanych wielkosci rzeczywistych i urojonych, nalezy
wszystkie normowacé w stosunku do tej samej wielko$ci
odniesienia.

Na wykresie z rys. 10 naniesiono kilka impedanciji i admitancji:

Z, = (140+}240)Q, Ro =200 Q, Z, =07+j12
Z, = (200 800)Q2, Ro =500 Q, Z,=04—j16;
Y, = (110 +140)mS,Yo = 200 mS, Y =055+j0.7;
Y, = (2-i3)nS, Yo =2 uS, Y, =10-j15;

Obliczajac ukiady zespolone zachodzi nieraz konieczno$¢
zamiany ukladu szeregowego na odpowiedni ukiad rowno-
legly iub odwrotnie. Matematycznie wystepuje tu nastepujaca
zalezno$é podana na rys. 11.
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Na wykresie kolowym Smitha zamiang taka wprowadzamy
graficznie. W tym celu nalezy poprowadzi¢ prostg z punktu y4
przez $rodek ukladu M, przedtuzajac prosta w kierunku
punktu lustrzanie potozonego do punktu Z. Odcinajgc cyrkiem
odlegto$é Z-M w przeciwnym kierunku, uzyskujemy punkt Y,
bedacy admitancja, odpowiadajaca impedanciji Z.

Nalezy pamiegtaé, ze potrzebng do odnormowania przewod-
noéé Go musimy uzyskaé ze stosunku:

Przykiad 1. Impedancje szeregowg Z = 30+ j40 nalezy zamie-
ni¢ na réwnowazny ukiad rownolegly. Ro obieramy 100 Q,
czyli Z' = 0,3+j0,4. Uwzgledniajac wczesniejsze wywody,
odno$nie zamiany impedancji na admitancje, odczytujemy na
wykresie kotowym Y’ = 1,2—j1,6, przy zalozeniu, ze normo-

1 1
wana przewodno$¢ Go = — = ———— = 10mS.Y=GoY =
Ro 100 Q

= (12—j16)mS (rys. 10).

tgczenie szeregowe Z i R. Te czynno$é przeprowadza sig wW
taki sposob, ze punktZ na wykresie kotowym przesuwa sig po
linii statej wielkosci urojonej w kierunku okregu wiekszych
wartosci rzeczywistych. W wypadku dotaczenia do Z wielkosci
urojonych posuwamy sie po okregu statej wielkosci rzeczy-
wistej, w kierunku zgodnym z ruchem wskazowek zegara, gdy
dotagczamy indukcyjnosé, czyli dodatnig wielko$¢ urojona,
natomiast w kierunku przeciwnym z ruchem wskazowek
zegara, gdy dotgczamy pojemnosé, tj. ujemng wielkos¢ uro-
jona. W podobny sposob mozna wyjasni¢ wptyw czestotli-
wosci na poltozenie punktu Z.




Rys. 10. Sposéb nanoszenia impedancii
i admitanciji oraz inwersja na wykresie kolowym Smitha

Rys. 12. Laczenie szeregowe rezystancji zespolonych

Przykiady (rys. 12)

1) Z, = (10+j30), Ro = 1000
2, =0,1+j0,3
Dotgczajac szeregowo rezystor 70 )
punkt Z, przesuwa sig do Z,
Z,=0,8+j0,3,
czyli  Z, = (10+70)2+j30 Q

2) Z,=(45+j45), Ro = 100 Q,
Z, = 0,45+j0,45
Dotgczajgc szeregowo indukcyjnosé
j65 Q punkt Z_ przesuwa sie do Z,
Z, = 0,45+j11,
czyli Z, = (45+j110) &

3) Miejsce geometryczne 2y, szerego-
wego ukladu rezonansowego

Z,=R+j(oL —— ,

s I mC>
R

Ro=—- 0<€w<o
2

4) Z,=1kQ—-j5kQ, Ro=1kQ,
Z,=1-j5
Dotaczajgc indukcyjnosé i3 kQ
Z,=1-j2, czyli Z, = 1 k1|2 kQ

|

5) Z, = (30—j40)Q, Ro = 100 (),
Z, =03-j0,4
Dotgczajgc szeregowo impedancie
(70+j40)Q otrzymujemy
Zy=1+j0 Z, =100 Q

tgczenie réwnolegte dwéch impedancji
(rys. 13, 14). Zadanie to realizujemy,
zamieniajgc obie impedancje na odpo-
wiadajgce im admitancje. Po zsumowa-
niu obydwoch admitancji dokonujemy
zwrotnej inwersji  uzysujac wynikowg
impedancje.

Obieramy: Ro = 100 Q,

czyli Z, = 1,2+j1,6

Po pierwszej inwersji odczytujemy ad-
mitancje Y, = 0,3-j0,4. Admitancja R,,

., Ro 100
czyli Y2 = A = = 1,25,

2
Wartos¢ Y, mozna uzyska¢ takze za

pomocg graficznej inwersji.
Po zsumowaniu
Y =Y,+Y,=0,3—10,4+1,25=155-j0,4.



Po zwrotnej inwersji i odnormowaniu
Z' = 0,6+j0,15, czyli
Z=Ro-Z = (60+j15)Q.

Przyktad (rys. 15,16)
Impedancje, ktore nalezy potgczy¢ rownolegle:

Z,=2+ijl Y, =04-j02
Z,=075—]1 Y, = 0,48+0,64
Y =Y, +Y,=088+0,44

Z' =091—-j0,45 Z=(364+j18)Q,

Transformacja rezystancji za pomocg dwoch wielkosci uro-
jonych (rys. 17)

Za pomoca mostka w.cz. pomierzono antene. Stwierdzono, ze
przy czestotliwos$ci pomiarowej 145 MHz antena zachowuije sie
jak szeregowe potgczenie rezystora 60 Q oraz kondensatora 7
pF. Nalezy, poprzez rownolegle podtaczenie indukcyjnosci, a
nastepnie szeregowe potaczenie pojemnosci dopasowac te
antene do 240 Q symetrycznej linii zasilajace;j.

Jako Ro obieramy 240 (2, a wynikajace stad Go jest rowne 4,17
mS.

Z =R+ ~—1- = (60—j156)Q, 2Z,=0,25—j0,65.
joC

Poniewaz nalezy podtgczy¢ rownolegta indukcyjnosé, musimy
Z, inwertowa¢ do Y. Za pomocg jeszcze niewiadomej induk-
cyjnosci nalezy punkt Y, przesunaé po okregu jednakowych
przewodnosci rzeczywistych do punktu Y,. W wyniku zwrotne;j
inwersji Y, otrzymujemy Z,, ktéry musi sie znalez¢ na okregu
przechodzacym przez punkt Z, i punkt,,0" (okreg kreskowany).

Punkt Z, miesci sie juz na docelowym okregu rezystancji
rzeczywistych ,,1"", wystarczy teraz szeregowo potaczy¢ kon-
densator, aby Z, sprowadzi¢ do srodka wykresu kotowego
Smitha.

Ustalenie wartosci L i C,

Aby przesung¢ punkt Y, do punktu Y}, potrzebna byta
wartos¢ B, = —j1,8:
1

B,=GoB =—=75mS =133 Q, czyli L = 146 nH.
P p joL

Aby przesunaé punkt Z, do ,,1" ($rodek wykresu kolowego)
potrzebna jest ujemna reaktancja X{ = —j1:

X, =Ro-X; = L skad C = 4,6 pF.

joC
Przytoczony przyktad dopasowania anteny do symetrycznej
linii 240 Q (rys. 18) nalezy uwazac jako jedno z wielu
mozliwych rozwigzan.
Za pomocg wykresu kolowego Smitha mozna rowniez rozwig-
zywac zadania z dziedziny linii przesytowych w.cz.
Jezeli linia przesylowa nie jest obcigzona rezystancjg rowng
jej rezystancji falowej, wystepuja na niej obok fali biezgcej
takze fala odbita.
Zespolony wspotczynnik odbicia wynosi:

A i U]’
P=|rl-e"=-— (11
h
przy czym:
U, — napiecie fali biezgcej,
U, — napiecie fali odbitej.

r

Chcac wspotczynnik r wyrazié wielkos-

Rys. 14. Laczenie réwnolegle impedancji i rezystancji

ciami rezystancji obcigzenia oraz rezy-
stancji falowe;j

(12)

miedzy wspotczynnikiem dopasowania
m, wspoiczynnikiem fali stojgcej s oraz
wspotczynnikiem odbicia r wystepujg na-
stepujgce zaleznosci

— 1_:_{"] (13)
T 14

1 141
R a4

Na wykresie kotowym Smitha sa nanie-
sione wspolczynniki dopasowania m i fali
stojacej s. Sg nimi wspotosiowe okregi
wokot punktu $rodkowego M wykresu,
przy czym skala osi rzeczywiste] Re od-
powiada w zakresie 01 wspotczynnikowi
m, za$ w zakresie 1 do oo wspoéiczynni-
kowi s:

cd. na str. 20

R _ Ri=120Q
K= +j1602
X R2=80Q

Rys. 13. Ukiad roéwnolegle polaczonych
impedancji i rezystancii




Kotowy wykres Smitha — co. ze str. 14
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Rys. 16. Laczenie rownolegte dwoch impedancii

dla Ra<Z

dla Ra>Z

dla Ra > Z

Rezystancja wejscia bezstratnej linii

przesytowej, obcigzonej rezystancjg Ra

(rys. 19), wynosi:

Z
—— g 21 —

1+j
Ra

A
|




05
X

Rys. 20. Impedancja wejsciowa linii przesylowej obciazonej rezystancia

Na obwodzie wykresu kolowego Smitha

1
jest naniesiona skala stosunku }:

Utatwia ona w zasadniczy sposob roz-
wigzywanie zadan z dziedziny linii prze-
syfowych.

Przyktad 1 (rys. 20)

Linia przesylowa o rezystancji falowej
Z; = 50, jest obcigzona na swym koficu
rezystancjg Ra = 25 Q. Dtugos¢ linii wy-
nosi 0,7 metra. Dlugos¢ fali wynosi 2,07
m = 145 MHz. Jaka rezystancjg lub impe-
dancjg ta linia obcigza generator (na-
dajnik)

Ro = Z, =50 Q
Na wykresie nanosimy punkt

Ra
A=— =05
f

I
Aby dojs¢ do punktu B, musimy na skali 5

| 0,7 .

przeby¢ droge " 207 =0,338 i to w
kierunku od obcigzenia — do generatora.
Z punktu B prowadzimy prostg do punktu
M ($rodek ukiadu wykresu kotowego).
Punkt przeciecia tej prostej z okregiem
dopasowania m = 0,5 daje nam poza-
dany wynik, tj. punkt C:

Re
— = 1,09—j0,73
Z;

Re = Ro-1,09—j0,73 = (54,5—j36,5)Q
O




Kolowy wykres Smitha

Przykiad 2. {rys. 21)
Linie symetryczng 240 Q) obcigzamy zespolong wielkoscig
Ra == (240 + j480) Q. Dlugos¢ linii wynosi 2 m, dlugo$c fali
10,5 m — 28,5 MHz. Ro obieramy 240 Q.
Ra ; .
7 = +j2
f
Ra
Kreslimy prostag z punktu M ($rodek uktadu) przez punkt Z'
1

odczytujemy na skali ;: wartosc i = 0,188.

Dla dwumetrowej linii przesytowej, przy dtugosci fali 10,5 m,
mamy :L' 0,19. Dodajac 0,188 + 0,19 otrzymujemy 0,378—;;,
za$ idac po okregum = 0,17 lub s = 6, dochodzimy do punktu
- = (1,305 — j0,93, a po odnormowaniu (73 — j222) ().

Génerator (nadajnik) powinien by¢ chcigzony takg rezystan-
cja, ktora zapewnia optymalne dopasowanie, a wiec i opty-
malng moc wyjsciowa. Przyjeto sig dopasowywac generatory
do 50 Q kabla wspolosiowego, ale spotyka sig takze kable 60 i
750). Poniewaz w wigkszosci wypadkéw kabel, czyli linia
zasilajaca, taczaca generator z anteng jest wzglednie dluga,
przy wzajemnym ich niedostosowaniu wystgpuja straty prze-
kazywanej mocy.

W warunkach optymalnych antena powinna przedstawiac
rezystancje rowna rezystancji falowej linii zasilajgcej, ta zas
powinna by¢ optymainie dopasowana do generatora. Niestety
antena nie zawsze spetnia ten wymag, zachodzi wigc koniecz-
nos¢ dopasowania jej do linii zasilajgcej, N

mgr inz. G.P. Kaniut SP9RG

R
okreg wartosci rzeczywiste;j Z = 1. Przez ten punkt prowadzi-
my drugg prosta i odczytujenzxy jej odlegtos¢ od punktu ,,0",
1
wynosi ona X:0,345. Roéznica odlegtosci umozliwia nam

ustalenie diugosci odcinka linii zasilajgcej od anteny, po
ktorym antena przedstawia impedancje 1+ j0,78. Odcinek

Al
ten wynosi 0,345-—-0,274 = N = 0,071. W punkcie tym

Weiscie Pojemnosc szeregowa do kompensacjt
linli
; 7 {>3x ——ﬂ
===\~ i1
DA
L 1Z=046 S A Re
100+25/%2] t
T Z=50
oo —— — 4 M
o obcigzenia do generatygg 74 =1+j0,78
|\ omyslana linig |, "ZX 7Y, p—

4—%: 0,274 s -b-# =0071—w|
=034 e

Lg%

AT l%_dcmek linil
ompensacjl
Szeregowef

o
L=o

Rys. 22. Dopésowanie anteny do linii zasilajacej o rezystancji
falowej Z' = 50 £2

co mozna wykona¢ na drodze transfor-
macji oraz kompensaciji.

W kolejnym przyktadzie (rys. 22) chcemy
dopasowacé antene o impedancji Z, =
= (100 + j25) Q do linii zasilajacej o rezy-
stancji falowej Zf = 50 (). Zabieg ten
zamierzamy reaiizowac trzema roznymi
sposobami.

1. Kompensacja kondensatorem szere-
gowym (rys. 23):

Ro = Z, = 50 Q Z,=2+j0,5
Punkt T, n‘anosimy na wykres kotowy
Smitha, kreslac zarazem prostg z punktu
srodkowego M wykresu przez punkt Z; do

1
skali - Wiadomo, ze impedancja wej-
A

$ciowa wzdtuz péifalowego odcinka linii
zasilajgce] przybiera rézne wartosci, w
tym takze wartosci rzeczywiste. ldac po
okregu m, jaki punkt Z, zatacza wokot
punktu srodkowego ukladu, napotkamy

1
punkt Z, = 0,46, ktorego 5 wynosi ,,0".

Poniewaz liczy¢é musimy w kierunku do
obcigzenia, a wiec na wykresie Smitha
odwrotnie do ruchu wskazéwek zegara,
czyli w lewo, punkt Z) jest oddalony od

by ;
punktu ,,0” o 5 = (0,274 (skala wewne-

trzna). Nas jednak interesuje’ taki punkt
na wykresie, w ktorym okreg m przecina

Rys. 21. Impedancja wejsciowa linii przesylowej obcigionej impedancia

Y.



Rys.

28. Charakterystyka trzypasmowej, 4-elementowej anteny Yagi ATB 34

Pojemnosgc
szeregowd Zr =508

Fn TITLITIIT ZZzIZZIn
‘;f AL

/;-‘[<f2’§
Iy <5092

‘Rys. 24 koimnpensacja kondensatorem
szeregowym

S—
\

sktadowa rzeczywista anteny bytaby do-
pasowana do linii zasilajgce], jednak
sktadowa urojona {indukcyjna) musi zos-
ta¢ skompensowara szeregowa pojem-
noscig:

X .
——S = —j0,78, _czyli —jX = —j38Q
Z s
t
Sposoéb realizacji tej pojemnosci zalezy

od czestotliwosci pracy generatora. Dia
pasma 2 m, szczegollnie zas 70 cm, po-
jemnos¢ taka nalezy wykonac jako otwar-
ty odcinek linii (kabla wspdtosiowego)

A
I <2‘ zachowujacej sie jak pojemnosc i

|
wilaczy¢ w odleglosci - = 0,071 qd ante-
A

ny, szeregowo w linie zasilajgca (rys. 24).
2. Zamiast kondensatora szeregowego
mozna stosowac takze kondensator row-
nolegly (rys. 25), poditaczony jednak w
innym miejscu do linii zasilajace|. Z uwa-
gi na faczenie rownolegte musimy im-
pedancje Z, zamieni¢ na rownowazng
admitancje Z-G,. Z powyzszego punktu
przesuwamy sie takze po okregu m w
lewo (wewnetrzna skala) do punktu Z- G,
lezagcego na okregu Z G = 1. Prosta w

1
kierunku skali - umozliwia odczytanie
A .

4
wartosci ;: 0,155. Chcac jednak dalej

.

liczy¢ rezystancjami musimy wartosc
1 : 1
— = 0,155 przesuna¢ w lewo o - = 0,25,
A A

1
czyli do punktu Z, i odczytujemy - =
7.

= 0,405. Odliczajac od tego polozenia
’ \

1 Al

punktu Z; ( ~ = 0,274) otrzymujemy — =

A / I

\ /

P e——”
[“ﬂfa’f’ - do kompensacji

Z=10425(<] @ @p,

O \ 4
624 | d4gl \ %81
Z-|Y|=+j478

Rys. 25. Komp cia kond torem
réwnoleglym
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flys. 27. Kompensacja transformatorem
cwierétaiowym

= 0,131, W takiej odlegtosci od anteny
musimy podiaczy¢ rownolegta pojem-
nosé —— iXp.
z 50

~jXp = s e = B4 Q)
Z’M +j0,78
Sposob wykonania pojemnosci podano
na rys. 26. '
3. Istnieje jeszcze inny sSposob dopaso-
wania anteny do linii zasilajacej. Zamiast

Rys. 29.

Dopasowanie anteny Yagi ATB 34 do kabla wspolosiowego 50 €2 dla czestotliwosci 29,7 MH

szeregowe] lub rownoleglej kompensacii
A
wietkosciami urojonymi mozna stosowac 4 transformacie.

Transtormator taki wymaga jednak obustronnie rzeczywi-
stego dopasowania. Obecnie musimy sie postuzyc skaig do
generatora, a wigc obrotem w prawo. Nasz' punkt Z,

1
jest oddalony od .,0"" ukladu o A = 0,226 (zewnetrzna skala).

1
Wystarczy krotki odcinek linii zasilajgcej x = 0,024, aby punkt

Z, byt wieikoscig realng i wynosil 2,3+ 0, co réwna sig
rezystancji anteny 115 Q. Rezystancja falowa potrzebnego tu
transformatora ¢wiercfalowego wynosi:

2y~ 11550 = 76 0

Wykonanie takiego transformatora nie powinno przysparzac
specjalnych klopotéw (rys. 27).

Przyktad. )

Na rys. 28 przedstawiono charaterystyke 3-pasmowej, 4-ele-
mentowej anteny Yagi ATB 34, ktora jest dopasowana do 50 ()
wspotosiowej linii zasilajgcej w granicach s = 2 VSWR (ang.
voltage standing wave ratio) i na subpasmach fonicznych 14,
21 i 28 MHz pracuje poprawnie. Natomiast w gornej czgsci
pasma 10-metrowego niedopasowanie znacznie wzrasta i dla
czestotliwosci 29,7 MHz wynosi az s = 11 (strzatka na rys. 28).
Instalowanie przestrajainego uktadu dopasowujgcego blisko
anteny byloby celowe, ale zbyt kosztowne, szczegoinie przy
wiekszej mocy nadajnika, poza tym urzadzenie to byloby mato
odporne na wplywy atmosferyczne. instalowanie , match-
boxu'’ blisko nadajnika bytoby w zasadzie mozliwe, ale wtedy
na calej linii zasilajgcej panowatoby niedopasowanie
VSWR = 11.

Najwilasciwszym rozwigzaniem pozostaje nada! dopasowa
anteny do linii zasilajacej blisko samej anteny, jednak
pomocg prostych urzadzen, zdalnie przelaczanych.

impedancja anteny dla czestotliwosci 29,7 MHz Za = {19

!
—j93) Q, normujac Ro = 50Q, Z; = 0,38 - |1,86, zas - = 0,3
A

1
Z' lezy na okregu — = s == VSWR = 11 (rys. 28). Posuwaj
a m

sie po tym okregu dochodzimy do punktow Zg iZ', ktére o
C
R
leza na okregu wielkosci realnych 7 = 1.

Z") = 14j3, z '11——1'3
Znana zasada dopasowania moéwi: wielkosci rzeczywi
dopasowac, wielkosci urojone kompensowac.
Posuwajac sie po okregu VSWR = 11 w kierunku do gene
tora obrot w prawo, z punktu Z’a do punktu Z' musimy pokon
prawie 3/4 obwodu okregu; dokladniej:

t
0,54 — 0,326 + 0,203 = 0,376 -
A

Przy czestotliwosci 29,7 MHz — dilugosci fali 10,1 m oznacz
odcinek kabla 0,376-10,1 = 3,8 metra. Taki to odcinek ka
powoduje, ze Z' = 0,38 — ,186 staje sie Z' =1+ j3.

Jak wiemy, kabfe wspotosiowe sg izolowane dielektrykie
pianki polietylenowej o stalej dielektrycznej ¢ =23. N
odcinek kabla musi wiec by¢ skrécony o \,”ﬁs: = 1,52, czyli
dtugosci 0,66 analogicznego kabla o dielektryku powietrzn
taczymy wiec odcinek kabla wspolosiowego o diugo
38066 = 251 m jednym jego koficem bezposrednio
anteny, za$ drugim koncem przez szeregowy kondensa
—jX, do takiego samego kabla wspotosiowego dowol
diugosci, prowadzacy do nadajnika.



X

4

= —i3, czyli —jX5 = 36pF

Kondensator ten, odpowiedni do mocy nadajnika, wigczamy
szeregowo miedzy przewody $rodkowe obydwdch odcinkow
kabla wspotosiowego, za$ ich ekrany tgczymy razem. Nalezy
pamigtac, ze na odcinku kabla, od anteny do kondensatora,
panuje VSWR = 11, za$ po kondensatorze na diugim odcinku
kabla do nadajnika panuje VSWR =s =m = 1. Przy wiek-
szych mocach nadajnika celowe jest te 2,51 metra wykonac z
nieco mocniejszego kabla.

Zadanie nasze mozemy tez inaczej rozwigzac. Wystarczy tu
odcinek kabla wspolosiowego o dtugosci 0,35 m, zwarty na
jednym koncu, ktory dotagczamy do przewodu $rodkowego i
ekranu kabla, tgczgcego antene z nadajnikiem w odlegtosci
0,84 m od anteny (rys. 30).

Poniewaz zachodzi konieczno$é¢ faczenia rownoleglego
Z; = 0,38 —j1,86 anteny, musimy inwertowaé do Y’al =

|
= 0,086+}0,49, co odpowiada x = 0,076. Posuwamy sie po

okregu VSWR = 11 w prawo, dochodzac do punktu Y ktory
lezy na okregu Z G = 1. Punkt ten graficznie pokrywa sie z
" sunktem Z', oznacza jednak admitacje o charakterze pojem-
nosciowym. Odlegtosc¢ ta wynosi

Al
0,203 - 0,076 = - = 0,127
I

0,127-10,1 = 1,28 m kabla o dielektryku pownetrznym lub
1,28:0,66 = 0,84 m kabla o dielektryku z pianki polietylenowe;.
W punkcie tym Y;) = 1+ j3 (pojemnosciowe) nalezy podigczyé
indukcyjnos¢ kompensacyjna — j3-:20 mS = 60 mS = j16,7 Q,
co przy czestotliwosci 29,7 MHz oznacza 90 nH. Te kompen-
sacje moznaby przeprowadzi¢ za pomoca kilkucentymetrowej
petli przewodu miedzianego. Znacznie jednak wygodniej sto-
sowac odcinek kabla wspotosiowego zwarty po jednej stronie.
Do okreslenia jego dtugosci postuzymy sie takze wykresem
Smitha:
16,7

= 0,345
50

X
Posuwajgc sie po dodatniej osi urojonej + ;’Z do punktu 0,345

. 1
odpowiada jemu na skali 3 wartosé 0,052 A:

0,052:10.1:0,66 = 0,346 m

EF T
3 , ' \
(Zalm kabel iﬂﬁ‘m

VSWR= 11 :wspd(osmwy.i%?
!

i
HH

|
i
I
i
s =S
) " [; rrwjm kabel
=k | Pojermnasc i wspotosiony 50
| szeregowa Hpf ! lna konicy zwarty
1 I
il |
i E Dowolna dtugosé kabla ; ;
IJ j wspotasioneg 5052 i_, |
R=508 VSWR=1 R=502  VSWR=1
(297mz) (28742

Rys. 30. Rozwiazanie praktyczne dopasowania anteny Yagi A7B 34

Taki odcinek jednostronnie zwartego kabla wspotosiowego,
przy czestotliwosci 29,7 MHz powoduje kompensacje skiado-
wej pojemnosciowej anteny i jej dopasowanie do 50 , czyli
VSWR = 4.

Zaréwno kondensator szeregowy z przyktadu 1, jak ten
35-centymetrowy odcinek zwartego kabla wspolosiowego
mozna podigczaé¢ i odlgcza¢ za pomocg odpowiedniego
przekaznika, umieszczonego w hermetycznie zamknietej me-
talowej obudowie.

Przedstawione przyktady graficznego dopasowania uktadéw
w.cz. za pomocg kotowego wykresu Smitha nalezy traktowac

~ jako inspiracje do rozwigzywania innych podobnych zadan.

Wykres ten znalazt bardzo szerokie zastosowanie i mozna go
spotkac nawet w materiatach informacyjnych nowoczesnych
tranzystoréw do pracy w zakresach gigahercowych.

Przyswojenie sobie techniki postugiwania sie wykresem po-
winno amatorom-krotkofalowcom dopoméc w realizacji wielu
ztozonych zagadnien, ktore do tej pory traktowano czesciowo
jako tabu lub rozwigzywano metodami eksperymentainymi.
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W poprzednim miesigcu doszlismy do
wniosku, ze graficzna reprezentacia licz-
by V-1 nie jest zaden punkt na osi liczb
rzeczywistych...

No wilasnie, a niby dlaczego mamy sie
ogranicza¢ do punktow na osi? Dlaczego
nie mielibysmy wprowadzi¢ drugiej osi
i wykorzystac ptaszczyzny? )

Genialna mysl! Na plaszczyZnie zna-
jdziemy graficzng reprezentacje liczby
V-1 . Na rysunku 2 pokazuje ci nie os licz-
bowa, tylko ,ptaszczyzne liczoowa”,
zwana plaszczyzng liczb zespolonych. Na
plaszczyznie tej mamy nasza stara znajo-
ma: 0$ liczb rzeczywistych. Mamy tez
druga, prostopadta os.

Rozszerzamy wiec pojecie liczby. Na-
dal graficzna reprezentaca liczb sa punk-
ty. Jeszcze wszystkiego nie rozumiesz,
ale sie chyba zbytnio 2 zdziwisz, jesli
powiem, iZ liczbe pier v astek (drugiege

stopnia) z - reprezentujg punkt na tej

drugiej osi, w odleglosci iednej jednostki
od punktu zerowego 12 0si ito zreszta
7gaG7a sie ¢ intuicje, ktera podpowiada,
28 plerwiasiek z -1 powinien mied jakis
awigzeX z liczba 1).
Ale liczby moga lezec nie tylko na cby-
dwu osiach, lecz na cate| plaszczyZnie.
Moze zaprotestujesz, ze jest to tykko
abstrakcja, nie majaca nic wspolnego
z rzeczywistoscia. Jak takue dziwaczne licz-
oy dodawac, odejmowac, mnozyc | dzie-
iié? Stop! Nie zabawiaj sie znow w Fenicja-
ning, kiory nie potrefit sobie wyobrazic
Lodwrotnyen”, | niepelnych” owiec.

=)

2¢ hezb uroionven

. S
1%
to jest punkt 3
.’EDTEZE’L\IU]GCV )
sezve 1
Y VI
+—t —t—t >
2 4 e o2z 3 a4 5%
T 08 liczb rzeczywisen
Rys. 2.

Niech do ciebie dotrze, ze po prostu na
razie tego nie umiesz, ale jest to moziiwe,
i nawet wcale nie trudne. O tym za chwile,

Teraz juz powinienes$ wreszcie zrozu-
mie¢, dlaczego ttumacze ci, jak chiop kro-
wie na granicy, sprawe Ttych liczb zespo-
lonych. Oczywiscie wracamy do pojecia
opornosci. ,Czysta” rezystancje mozemy
wyraza¢ znanymi kazdemu liczbami
rzeczywistymi. Ale juz do przedstawienia
reaktancji, konieczne sg jakies ,petnigj-
sze” liczby. | wiasnie do obliczent opor-
nosci, a scislej méwige, impedancji dos-
konale nadajg sie liczby zespolone, ktére
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wiasnie wspolnie przed chwilg ,, wykom-
binowalismy”.

Czy juz wiesz jak zaznaczyl rezystan-
cje, iak reaktancje indukcyijna, a jak po-
jemnosciowa? .

Ale moze na razie trudno ci jest upc-
rzadkowad podane informacje. Wié¢ wiec
do poprzednich artykutéw | pomatu probu
sobie wszystko pouklada¢ w gltowie.

Nie ty jeden masz klopoty z upchnie-
ciem sobie pod czaszkg nowego pojecia
liczby, zrozumienia je] sensu i wykorzys-
tania w praktyce. Pociesze clel Inni tez
mieli klopoty, 1 dlatego dlug: czas, az do
dziewietnastego wieku moéwioria 0 0s:
urojonej i liczbach urojonych. Dlaczego
urojonych? Wydawato sie, ze takie poje-
cie liczby, jak pokazatem ci na rysunku 2
naprawde nie ma zwiazku z rzeczywistos-
cig - stad nazwa - liczby urojone. Dopie-
ro wielcy matematycy Hamilton 1 Gauss
ugruntowali podstawy logiczne takich
liczb. Okazalo sie, ze wcale nie sg to zad-
ne liczby urojone, w domysle - niepraw-
dziwe. Sa to najprawdziwsze liczby - na-
zywamy je liczbami zespolonymi. istnieja
nie tytko w wyobrazni matematykow | na
.plaszczyinie liczbowe)”.

Czy s to jakies inne liczby, niz znane
nam dobrze liczby rzeczywiste? Jak poka-
zuje rysunek 2, liczby rzeczywiste sg po
prostu tylko niewielka czescig (podzbio-
rem) zbioru liczb zespoionych. Wszystkie
znane do tej pory liczby (rzeczywiste) ma-
ja swa reprezentacje na jedngj proste| -
na osi liczb rzeczywistych. A oto teraz
mamy do dyspozycji nie jedng prosta,
lecz calg ptaszczyzne. Czyli oprdcz zna-
nych nam liczb rzeczywistych mamy do
dyspozycji nieskonczenie wiele innych
liczb. Po co nam te liczby? Za chwile oka-

23 sie tak samo przydatne, jak ,ocawrotne
owce” Fenicjan.

Sposoby zapisu liczb
Popatrz, cto kuka przykianow zapisu
liczb rzeczywistven:
4
-1,2003419
I

v2
2r

11
i

19

-0,0909(09)

Ala liczby mozna apisac inacze), na
przykiad w systemis rzymskim CLAVI! to
liczba sto szescédziesiat siedem. Rzyimski
system zapisu jest jednak bardzo nieprak-
tyczny, bo nie sposob zapisac przy jego
pomocy liczb ujemnych, utamkow i liczb
niewymiernych. Tym bardzie| bezuzytecz-
ne sg wczesnie|sze systemy zapisu, na
przykiad fenicki, egipski czy babilonski.

Chce ci tu pokaza¢, ze liczba rzeczy-
wiscie jest abstrakcyjnym pojeciem ma-
tematycznym, a ie} Sposcb zapisu moze
by¢ rozmaity. Wybieramy taki sposob za-
pisu, ktéry nam pasuje | jest wygodny
przy obliczeniacn.

Doszlismy tu do waznego pytania: jak
zapisac liczby zespolone?

Popatrz na rysunki 1, 2. Liczby reprezen-
towane sg na plaszczyznie przez punkty.

Czy rozumiesz, ze punkty na plasz-
czyzrie zespolone nie sg liczbami, tylko
sg graficznym przeastawieniem, ceylt ja-
kas tam reprezentacia liczb?

W przypadku osi liczb rzeczywistych,
do pelnego scharakteryzowania punkiu
odpowiadajgcego iiczbie, wyslarczy po-
dac odlegtos¢ od punktu poczgtkowego




{zerowego) oraz znak plus lub minus.
Wszystko wskazuje, ze teraz potrzeba
bedzie czego$ wiecej.

Rzeczywiscie, dla liczb zespolonych
nalezy poda¢ informacje, jednoznacznie
lokalizujace punkt odpowiadajacy tej licz-
bie na plaszczyznie zespolonej. | tu ma-
my kilka moziiwosci. Popatrz na rysu-
nek 3. Wezmy jakas liczbe zespolong. Na-
zwijmy ja z. Niech jej graficzng reprezen-
tacjg na ptaszczyznie zespolonej bedzie
punkt z. Potozenie punktu z na plaszczy?-
nie mozna okresli¢ podajgc jego dwie
wspbtrzedne, odniesione do obu osi.
Znamy to z geometrii.

W kazdym razie powiemy, 2e punkt
z ma wspotrzedne (2, 2). Z grubsza bio-

rgc znaczy 1o, ze punkt z jest oddalony

od osi pionowe] o dwie odleglosci jed-
nostkowe w prawo, i jednoczesnie odda-

" od osi poziomej o dwie odlegltosci
jgunostkowe w gore.

Zgodnie z przyjetymi sposobami zapi-
su, powiemy, ze dla liczby zespolonej a
zaznaczony na tymze rysunku punkt @ ma
wspb6irzedne (-2, 1).

W geometrii powszechnie nazywa sig
08 pozioma 0sia X, 8 0$ pionowa - 0sig Y.
Teraz jednak rozwazamy sprawe liczb ze-
spolonych. Mie mowimy tu 0 osi X 1 Y.
Mamy natomiast o$ liczb rzeczywistych
{na rysunkach jest to 0$ pozioma), oraz
nazwana tak ze wzgledow historycznych,
o$ liczb urojonych.

Poznalismy wiec pierwszy sposob
zapisu liczb zespolonych: za peomocg pa-
ry liczb (rzeczywistych). Pierwsza z tych
dwoch liczb nazywana jest czescig
rzeczywistg liczby zespolonej, a druga —
czescia urojong liczby zespolonej. Zeby
-~ bylo watpliwosci, nalezatoby jakos$
. cczyt obie czesci. Czesé rzeczywis-
tg oznacza sie Re (od angielskiego real),

"a czes¢ urojong — Im (od — imaginary).

Przyjeto, ze przy takim zapisie liczb
zespolonych, najpierw podaje sig czesc
rzeczywista, potem czes¢ urojong. Dia
unikniecia pomytek, cze$¢ urojong (ima-
ginary) w matematyce poprzedza sig
mala literkg i. W elektronice litera i ko-
jarzy sie z prgdem, wiec zamiast i, pi-
szemy j.

Oto przyktady liczb zespolonych:

b = 3+j1,5
c=-143
d=-2,334v2
e =3,941,82

lch reprezentacje graficzng na plasz-
czyznie mozesz zobaczy¢ na rysunku 3.

Zauwaz, Ze na 0si pionowe| nie zazna-
czytem zadnego pierwiastka z minus je-
den. Nie jest to 0$ zadnych ,ujemnych
pierwiastkdw”. Jest to o$ podobna do
osi liczb rzeczywistych (troche upraszcza-
1ac powiemy, ze jest to druga, taka sama
0$). Czy wiec Ow nieszczesny J-1 jest

A os$ uroiona
e -3
C =il 2=2+12
- 2 )
a2 .
. ~“+ 1 =3+
0s rzeczywista
: s 4 : ; >
T T T T L
2 2 3 4 B
4+ 1 5
.
g =-2.33-:2 *
e=235%18

wek1ory
jednostkowe
obu ost

Rys. 4. ’

nam w ogole potrzebny? Niekiedy mowi
sie, ze wiasnie literka j 1o 6w -1 .
Nie jest 1o do konca prawda. Uwazaj!
Co jest rozwigzaniem rownania:
x2= 1
inacze] méwiac: V=1 réwna sig...?
Czy to tylko jedna liczba?
Oczywiscie, Ze nie: rozwigzaniem sg liczby
-1 oraz 1. Tak samo rozw:azansem rOwnama
x?= -1
tez sg dwie liczby. Jedna z nich to:
0+j1 {czyli po prostu j1), druga to O-1
{czyli -j1). Obie te liczby zaznaczylem ci

na rysunku 4.

inaczej mowiac, istniejg dwie (?}) licz-
by, ktore sg pierwiastkami z minus jeden!
A wiec?

Pierwiastek z -1 wprowadzilem tylko
po to, zeby ci pokazac, ze sg liczby, ktore
nie sg liczbami rzeczywistymi. Teraz juz
/21 nie bedzie ci do niczego potrzebny.
Zapominamy o nim. -

Ale co z pionowa 0sig? Tak jak mowi-
tem, nie jest to zadna o$ ,ujemnych
pierwiastkéw. Po prostu mamy teraz
catg mase liczb. Kiedy$ mieliémy ,tyl-
ko” liczby rzeczywiste. Do ich graficz-
nej reprezentacji wystarczyfa jedna
prosta. Teraz, do graficznej reprezenta-
cji liczb zespoionych potrzebna jest
ptaszczyzna.

Jeszcze raz ci powtarzam, punkty nie
sg liczbami. Fenicjanin nierozerwalnie ko-
jarzyt liczby z owcami. My, przyzwyczaje-
ni od dawna, skionni jestesmy utozsa-
miac liczby z punktami na osi. Nie potra-
fimy wyobrazi¢ sobie ,gotej” liczby; licz-
by jako takiej - zawsze musimy podpie-
ra¢ sie jakim$ wyobrazeniem: owiec,
punktéw, palcéw u rak, itp. - ‘

Teraz mamy plaszczyzne zespolona.
Liczby reprezentowane sg przez punkty.

Musimy znaleZ¢ jaki$ sposob na zapa-
nowanie nad catym tym bataganem.

Oprécz osi liczb rzeczywistych, na
ptaszczyZnie tej umieszczamy wiec druga
0$, ktéra pomoze nam w prosty sposéb
zapisa¢ dowolne liczby zespolone.

Mowie ,umieszczamy”; czy 10 2na-
czy, ze tej osi mogliby$smy tam nie
umieszczaé? Tak! Nie zapominaj, ze mo-
wimy o liczbach (czyli pojeciach abstrak-
cyjnych). Wsréd liczb nie ma zadnych osi
~ wyobrazamy sobie te osie, rysujemy na
plaszczyznie tylko po to, zeby znale#t
dobry i prosty sposéb , zapanowania nad
nimi” czyii zapisu liczb zespolonych.

Ni2 potrzeba tu zadnego =1 . Fotrzeb-
ne natomiast s3 iakieg odGcinki, czy racze)
wektory jednostkowe na poszczegoéinych

"osiach. Wektdty te zaznaczylem ci na ry-
sunku 4. Literke | w zapisie liczby zespo-
lone} mozemy wiec reczej traktowac, je-
ko wektor jednostrowy (tzw. wersor) 0si
urojone;j.

Stad juz tylko jeden krok do dalszego
rozszerzenia pojecia liczby. Najpierw

é Microelectronic

.

HOLTEK

Dystrybutor w Polisce
TECHMAR s.c.

OFERUJE ukiacly serll HT :
- minimum elementow zewnetrznych w aplikacjach,
- maksimum mozliwoscl, najnowsza technologia.
- Pamiecl MASK ROM, SRAM, EEPROM, EPROM,
- Wieloznakowe wytwietiacze LED +1CD ze sterownikami,
- Uidady komputerowe : 170, chMoTury. myszy.j in.,
- Uktady telekomunikacyjne : do 1e|efcm6w outomatéw zgt. |
Uzyrkowa syntezy mowy,, muzykl ofektow diwigkowych,
zdalnego sterowania (takze zmienny kod), §ciemniaczy. do zabawek,
- Ukiady logiczne programowalne i standardowe i wiele innych.
informacie | zaméwienia (takze jednostkowe):
Techmar s.c. 52-080 Zablerzéw ul. Zrédiana 25
tol. (012) 851-805 fax : (012) 138-646
E-mail; techmar@kr.onet.pl

iInformacje o firmie Holtek i jej wyrobach :
http://www . holtek.com oraz w firmie Techmar.

j

Inc

pagerow,

.




&

mieli$my of$ liczbowa. Wystarczyto to dla
zobrazowania wszystkich liczb rzeczy-
wistych. Teraz wprowadzilismy ptasz-
czyzne zespolong, na ktérej mozemy
przedstawic¢ wszystkie liczby zespolane.
Chyba sie juz domyslites, ze mozna jesz-
cze bardziej rozszerzy¢ pojecie liczby.
Graficzng reprezentacjg takich ,rozsze-
rzonych liczb, beda punkty w przestrzeni.
Do zapisu takich liczb mozna wykorzys-
taé trojki liczb, ktore okresla odleglos$¢ od
poszczegolnych osi. A czy moina dodac
jeszcze jedna, czwartg 0$? Oczywisciel
Nie tylko czwarta, ale i pigtg, szdsta itd.
Nie bardzo potrafimy wyobrazi¢ sobie
przestrzeni wiecej niz tréjwymiarowe;,
ale nie tylko mozna tak robi¢, ale tak sie
robi, i co ciekawe... liczby takie sg po-
wszechnie wykorzystywane w obiicze-
niach technicznych. Naukowcy przypusz-
czaja, ze nasz wszechswiat moze byc
10-wymiarowy. Jesli tak jest, to w do
opisujacych go obliczert nalezy uzywac
liczb, ktére mozna zapisac w postaci nie
pary, trojki, czy czwdrki, ale dziesigiki
liczb (rzeczywistych). Przykiadowo hcvba
taka jest liczba u:

u = 2,4+)2,39—k0,023+1562,4+m31,4—
-n0,000012-023-p9,91 +r1,1-s3,33

Poszczegdlne literki |...s 0znaczajg tu
wektory jednostkowe (wersory) kolej-
nych osi (wymiarow). Czy takie liczby
mozna mnozyé, dzieli¢, dodawa¢d, odej-
mowaé itp? Tak! Ale to juz historia
z zupetnie innej bajki.

Wracajmy do liczb zespolonych, bo za
bardzo odeszlismy od elektroniki i naszej
impedancii. '

Powiedzielismy, ze liczby mozna zapi-

sywac w rozny sposob. Przed chwilg poz-:
nale$ sposdb zapisu liczb zespoionych’

w postaci zwanej algebraiczng lub kano-

niczna. Spotyka sie tez okreslenia zapis

prostokatny {ang. rectangular) i zapis kar-
tezjanski. Powiedziatem ci, ze o8 urojong
wstawilisémy, bo byla nam potrzebna do
znalezienia prostego sposobu zapisu. Te-
. raz poradzimy sobie bez niej.

iSpchrz na rysunek 5. Znéw mamy
plaszczyzne zespolong. Te samg liczbe z,
reprezentowang na rysunku 3 przez
punkt z mozemy okresli¢, podajac odleg-
fo$¢ od punktu poczatkowego (zerowe-
go) oraz kat, jaki powstaly odcinek,
a wiasciwie wektor, tworzy z dodatnim
zwrotem osi liczb rzeczywistych.

W takim zapisie liczbe zespolona z re-
prezentowac¢ bedzie tak zwany mo-
dut.r (odlegtosé od poczatku ukfadu
wspobirzednych) oraz argument ¢ (czyli
wspomniany kat). Taki sposéb zapisu
liczb zespolonych nazywamy wyktadni-
czym lub biegunowym (ang. polar).

.. Teraz nasza liczbe z umsemy zapxsaé

w dwiach postaciach.-
”~ ~ I AR

- bl >

5 ‘\\

4
4

08 liczb rzeczywistych

Rys. 5.

2J2 to modut, 45 stopni to argument, e to
liczba Nepera, podstawa logarytmow natu-
ralnych (w przyblizeniu e=2,71828182...).
Nie musisz rozumieé, skad i dlaczego
w zapisie pojawila sie liczba e. Powinie-
nes tylko wiedzieé, jaki jest sens takiego
zapisu. A to, jak pokazuje rysunek 5, jest
beznadziejnie proste.

Caly czas pamietaj tez, ze w obu wy-
padkach nasza liczbe z reprezentuje na
ptaszczyznie ten sam punkt. My tylko
w rozny sposob to zapisujemy.

Ponizej podaje ci kilka przyktadéw za-
pisu liczb zespolonych w pestaci wyklad-
niczej:

f = 5gi®
g = 3e’
h = 31!
k = Bet!

Druga i czwarta liczba majg argu-
ment podany nie w stopniach, tylko
w mierze tukowej - w radianach (r ra-
dianow (w przyblizeniu 3,14159265 ra-
diandw) to 180 stopni). Na rysunku 6
mozesz zobaczy¢ geometryczna inter-
pretacje tych liczb.

Teraz, jak cie znam, zapytasz jak za-
mieniaé postac algebraiczng na wykladnr-
Cz3 i na odwrot.

To proste. Popatrz na rysunek 7. Jesli
mamy posta¢ algebraiczng (mamy Re

45"
. t=5e
guSe‘ﬂz .
L 4

o:m. rad
V\ @=45C

+ +
B | . Q/ 2
/,’Io=-15()°

=—12 rad
. .
h=3e)~150
k=5 /2
Rys. 6.
A
3+
2+ /
3 l
1 4 \/;\,, \ im=2
p=45“=4 ’
" 4 e
-t L] T »
-1 ] 1 2 3
. S i
HYS, 7 Re=2

gl S e

i Im), to musimy obliczy¢ modut r, korzys-
tajgc chocby z twierdzenia Pitagorasa,
oraz argument ¢, korzystajac z definicj
ktorejs z funkciji trygonometryczne;.
Z twierdzenia Pitagorasa obliczamy
modut:
"
r = viRec+im=}
Dla naszej liczby z:
r= V/22+22 = Jyd+4 = \/213:
=v4 *x 2 =242
Z definicji funkcji sinus lub cosinus ob-
liczamy argument:
im 2
SINQ = e = =
N2 N2
mozemy tez wykorzystac funkcje cosinus:

P
IIN

L, b4 .
stad oczywiscie 0= 45° = 7 radianow.

W tym wypadku zdarzylo sie, ze sinus
i kosinus naszego kata majg te sama war-
to$é 3 - jest to szczegdiny przypadek,
dla wiekszosci kgtéw wartosct te beda
rézne, S0 NICZEGO nie zmienia.

Ta metodg mozemy zameniac zapis
z algebraicznego na wyklacniczy.

W druga strone pojdzie chyba jeszcze
tatwiej:

. Zauwaz, e na podstawie podanych
powyze] wzerow na sinus i kosinus ka-
ta & mozemy zapisac:

im=r*sing
. Re=r*coso
Piszemy wiec po prostu:
rel® = (r * coso) + i{r * sino)
Ten ostatni sposob zapisu liczb zespo-
jonych nazywany trygonometrycznym.
Wystarczy obliczy¢ wartosé kosinusa i sinu-
sa kata ¢, a potem pomnozyc przezr.
A 0to przyvkitaay liczb zespolonych
w zapisie trygonometrycznym:

! = (5,21 * cos677) +j(5,21 * sin67)
= {4 * cos(-1427) — {4 * sum-142 i
n:-(195*cos\a) 195'51;1.)

Nasz3 liczbe z umiemy juz zapisac na
trzy sposoby:
2=2+2 =22ej* =
= (242 * cos45) + j(242 * sind5)
A teraz w ramach ¢wiczenia, mozesz
samodzielnie wyrazi¢ podane liczby ze-
spolone b...n na wszystkie rzy sposoby.
Potrzebny do tego bedzie kalkulator z fun-
kcjami trygonometrycznymi. Gdy masz
modut r | argument ¢, bedziesz wykorzys-
tywal klawisze sin, cos. Gdy masz czesc
rzeczywista Re i urojong Im, do obliczenia
kata wykorzystasz funkcie arcus sinus
i arcus cosinus, dostepne zazwyczaj po
nacisnieciu klawiszy inv sin, inv cos.

. Niektore kalkulatory naukowe potrafia
przeticzaé liczby zespolone z jedne| po-
staci na druga za jednym naci$nieciem
klawisza — sprawd? to w instrukgiji twoje-
go kalkulatora. Jesli znajdziesz skrot
Jrectiangular)- pofar” (lub P-R R-P)- to

st ta fiimbAia
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Dziatania na liczbach
zespolonych

Zaspokoites swojg ciekawosc, ale
wcale nie bawi cie zmudne przeliczanie.
Czy nie wystarczylaby iedna postac liczb
zespolonych?

Nie! Chodzi o obliczenia na tych licz-
bach. Dodawanie | odejmowanie liczb ze-
spolonych bardzo prosto przeprowadza
sie na postaci algebraiczne|. po prostu

sumujemy iub odejmujemy czesci

rzeczywiste | Czesci urojone:
Wykonaimy dziatania;

3+j2) + (1431 = {3-1) + j(2+3) = 245

=300 (2420 = (:3-2) + J-1-(2) = -5 + |1
Interpretacje geometryczng tych dzia-
tan narysuj sam, jesii chcesz; przekonasz
sie wtedy , ze jest to po prostu znane ci
ze szkoly dodawanie wektorow.
Przy okazji: widzisz chyba jasno, ze
'ypadku liczb zespolonych traci sens

okreslenie: liczba wieksza lub liczba
mniejsza. Mozemy jedynie mowic
o wiekszym lub mniejszym  module.

W elektronice przy obliczeniach impeda-
ncji czesto interesowac nas bedze
wlasnie wartcsc modutu impedancii.

Liczby w postac: algebraiczne; moz-
na tez mnozyc 1 dzielic. Nie beda ¢ tu
podawat szczegoiow - znajdziesz e
w ksigzkach. Zapamieta) jedynie, ze bar-
dzo fatwe jest mnozenie | dzieleme liczb
zespolonych w postact wyktadnicze).
Uwazaj!

Mnozenie: mnozvimy moduly, a argu-
menty dodajemy.

Dzielenie: moduly dzieiimy, argumen-
ty odejmujemy

Dia podanych wezesniej liczb f, g, h, k ob-
iczymy:

, . 1oe

R R oy

Graficzna iustracje tych dziatan po
odrobinie zastanowienia narysujesz sam.
Przy okazji w ostatnim obliczeniu otrzy-
malismy ciekawy wynik. Co to znaczy, ze
argument wynosi n radiandw, czyli 180

2
T P i, S
P oS it

stopni? 180 stopni? Przeciez 1o jest po
prostu liczba rzeczywista ujemna:
0.6e"=-0,6

Z tego, cc dotychczas ttumaczylem ci
© rozwolu pojecta iczby, poczawszy od
hiczb naturainych do zespolonych, mozna
wyciagnat wniosek, ze dzialania mate-
matyczne na liczbacn zespolonych nie
powinny v zaden sposob kolidowac z za-
sadami obuczent na lhiczbach rzeczywis-
tvch. Tak jest w istocie — wprowadzenie
liczb zespolonych rozszerza tylko mozi-
wosc: obkczen. Co prawda komplikuje
nieco te obliczenia, ale wcale nie jest az
takie trudne jak ci sie wydawato.

A teraz powrdcimy na chwile do liczb
rzeczywistycn.

Liczby rzeczywiste, to takie liczby ze-
spolone, kidore w zapisie algebraicznym
™Maja czes< urojona rowna zeru, a w zapi-
sie wykladniczym argument, czyli kat jest
rowny zerg (liczby dodatnie) lub 180, czy-
It w radianow (liczby ulemne).

Sprobu: wykonac dzialania na kilku
liczbach rzeczywistych, przedstawio-
nych w postaci liczb zespolonych,
a przekonasz sie, ze wszystko sie zga-
dza z naszymi aotychczasowymi do-
swiadczeniami.

Zadania

NOSCH:

i reaktancje indukcyjna X = 104

czestotiiwosci ma reaktancie 10Q7

Zaznacz na plaszczyznie zespolone] nastepujace cpor-
rezystancie R = 10€), reaktancje pojemnosciowa » = 10Q

2. Zapisz w postact liczby zespolone] wypadkowa opornosé szerego-
wego polaczenia rezystora 10 i kondensatora, kory dla pewnej

3. Na plaszczyZznie zespolone] zaznacz punkt odpowiadajacy te; liczbie.

b4 Wyjasni) w jednym zdaniu, lub postugujac sie wzorem matematycznym,
! dlaczego wypadkowa reaktancja obwodu szeregowego LC dia czestotliwos-

Cl rezonansowe; |est rowna zeru.

Jesii w koncowce troche sie zgubites,
i nie jestes pewny, czy dobrze zrozumia-
tes zasady wykonywania obliczen na licz-
bach zespolonych, nie zalamuj sie. Ja
chciatem ci tylko wyttumaczyeé podstawy
i rozszerzyC horyzonty. Przeczytaj jeszcze
raz maternat z tego | poprzedniego moje-
go hstu, a szczegoly wykonywania obii-
czert znajdziesz w podrecznikach. Mo-
2@S7 1€2 ZWrocic sie 0 pomoc do nauczy-
ciela matematyk: lub elektrotechniki.

Mam nadzieje, ze teraz lepiej rozumiesz
pojecie liczby i pojates, dlaczego liczby ze-
spolone doskonale nadaje sie do obliczen
zwigzanych z opornoscig (impedencja).

Czy teraz wiesz, diaczego wczeénie
wychodzito nam, ze reaktancje indukcyjna
i pojemnosciowa sg , odwrotne”, czyli ma-
ja jakby przeciwny znak? Teraz chyba- juz
wiesz, diaczego ,,omi, omovi nie réwny”.

Przejrzy) jeszcze raz pogrzednie listy
i sprobuj pouktadac sobie w gltowie poda-
ne wiadomosci. Jesli jakas sprawa nadal
nie jest dla ciebie jasna, napisz do mnie.

Wykonaj tez zadanie domowe. Bedzie
to sprawdzianem, czy zrozumiales spra-
we zastosowania liczb zespolonych do
zapisu | obliczert wartosci impedanciji.
Niech to bedzie takze konkurs dla poczat-
kujacych. Zadania konkursowe znajdziesz
w ramce. Wsrod osoéb, ktore nadeslg pra-
widlowe rozwigzania, zostang rozlosowa-
ne nagrody-niespodzianki.

Ze wzgledu na bardzo duza ilos¢ lis-
tow nadchodzgcych do redakcji, bardzo
prosze, zebys rozwigzanie nadesiat w ko-
percie z wyraznym dopiskiem ,LICZBY
ZESPOLONE".

Tyle na dzis.

‘Piotr Goérecki
grafika: Matgorzata Zackiewicz

Ps. Za miesiac nie bede cie meczy! zadng
teorig, napisze Ci co$ o sprawach czysto
praktycznych.



